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Resume 

On se propose de developper un cadre cohomologique pour les champs 
de Deligne-Mumford, adapte a des formules de type Hirzebruch- Riemann- 
Roch. On definit a cet effet la " cohomologie a coefficients dans les representations" , 
ainsi qu'un caractere de Chern, et on demontre un theoreme de Grothendieck- 
Riemann-Roch pour la transformation de Riemann-Roch associee. 
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1 Introduction 



Lorsque Ton etudie les espaces de modules, il est peu frequent de rencontrer 
des espaces de modules fins. Ceci entraine en particulier que certaines construc- 
tions naturelles ( les objets universels par exemple ) n'existent pas. Mais, si l'on 
se place dans le cadre plus general des champs algebriques, ces constructions 
deviennent possibles. II reste alors a en etudier les proprietes. Pour cela, il 
semble naturel de chercher a savoir si les theoremes classiques de la geometric 
algebrique restent valables lorsque Ton passe des varietes aux champs. Nous 
nous proposons ici, d'analyser le cas du theoreme de Grothendieck-Riemann- 
Roch. 



Ennoncer un tel theoreme necessite une theorie cohomologique recevant un 
caractere de Chern, et nous verrons que la principale difficultc reside dans sa 
definition. 

Sur ce sujet il existe actuellement de nombreuses definitions de groupes de 
Chow d'un champ algebrique ( [Mu, E-G, G^ , Vi2| ). Pour toutes ces theories 
la projection naturelle d'un champ ( au sens de Dcligne et Mumford [D-M| ) sur 
son espace de modules 

p: F — > M 

verifie : A(F)q ~ A(M)q. Nous verrons ( voir la remarque suivant [h^ ) que 
ccttc propriete interdit une formule d'Hirzebruch-Riemann-Roch a valeurs dans 

Notre point de depart est done de trouver une nouvelle definition de la 
cohomologie d'un champ. Pour cela, nous proposons d'etudier les spectres de 
G-theorie des champs algebriques, afin d'un deduire leurs comportements coho- 
mologiques ( leurs "motifs" ). La definition s'imposera alors d'elle meme. On 
retrouve ainsi une idee de Carlos Simpson, consitant a considcrcr des cycles dont 
les coefficients sont des representations. 



Le texte est decoupe en trois parties et un appendice. 



Dans le premier chapitre on rappelle quelques resultats et notations concer- 
nant la cohomologie des prefaisceaux en spectres, et les champs algebriques. 

Le second chapitre est consacre a l'etude des spectres de X-theorie des 
categories des faisceaux coherents et localement libres sur un champ algebrique. 
On s'interessera particulierement a deux problemes. 

Le premier concerne la descente de la G-theorie rationnelle. Nous demontrons 
a ce sujet trois resultats 

• Le theoreme de descente etale, qui permet de travailler localement sur les 
espaces de modules. 



Un resultat de descente homologique analogue a celui demontre dans [G3| 



II permet par exemple de definir des images directes en G-thcoric etale, et 
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de montrer par exemple que la projection naturelle sur l'espace de modules 

p : F — ► M 

induit une equivalence faible 

p* : H(F et ,G ® Q) ~ G(M) ® Q 

• Enfin nous definissons une notion d'enveloppe de Chow rationnelle, qui 
permettra par la suite de nous ramener au cas de gerbes triviales. 

Le second probleme est la description des algebres G* (F) , lorsque F est lisse. 
Nous demontrerons un isomorphisme fonctoriel de Q(/ioo)-algebres 

G,(F) ® Q(Moo) - H-*((I F ) etl G <8> Q(Moc)) 

ou Ip est le champ des ramifications de F . Notons que cet isomorphisme est 
une generalisation de la description de la if-theorie equivariante donnee par A. 
Vistoli dans @. 

A la suite de cet isomorphisme, nous definirons dans le troisieme chapitre, 
la cohomologie a coefficients dans les representations par 

H' ep (F,*) :=H'((I F ) et ,r(*)) 

oil r est une theorie cohomologique au sens de Gillet @. On definit alors un car- 
actere de Chern et une classe de Todd, qui verffient la formule de Grothendieck- 
Riemann-Roch 

Ch{U{x)).Td{F') = U{Ch(x).Td{F)) 

pour un morphisme propre / : F — > F' de champs algebriques lisses. Comme 
dans le cas des schemas, on diposera aussi d'une extension au cas des champs 
avec singularites. 

Dans Pappcndice on donne une preuve d'un theoreme de descente pour la 
cohomologie a coefficients dans les prefaisceaux simpliciaux. C'est un resultat 
que nous utilisons implicitement tout au long du texte. 



REMERCIEMENTS: Je remercie tres sincerement J. Tapia et C. Simp- 
son, qui ont encadre ce travail, et qui m'ont accorde de nombreuses discussions 
ainsi que de precieux conseils. 

Une importante partie du present travail a ete effectuee durant un sejour a 
l'institut Max Planck, que je tiens a remercier pour la qualite de son accueil. 
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2 Conventions et Notations 



On notera A la categorie simpliciale standart, et SEns celle des ensembles 
simpliciaux. A l'aide de la construction X i— ► Sing(\ X |), on supposcra qu'ils 
sont tous fibrants. 

De meme Sp designe la categorie des spectres ( [0, 1-1] ), et on supposera 
que pour tout spectre E, toutes les composantes E\ n -\ sont des ensembles sim- 
pliciaux fibrants. 



2.1 Cohomologie Generalisee 
2.1.1 Prefaisceaux Simpliciaux 

Soit C un site. On designe par SPr(C) la categorie des prefaisceaux sur 
C a valeurs dans SEns. D'apres @, 2 - 32], c'est une categorie de modeles 
fermec simpliciale. Les termes fibration, cofibration et equivalence faiblc feront 
reference a cette structure. Si F et G sont deux objets de SPr(C), on notera 
Hom s (F,G) l'ensemble simplicial des morphismes de F vers G dans SPr{C). 
Le prefaisceau simplicial constant est note *. 

On dira qu'un morphisme F — > G est une resolution injective, si c'est une 
cofibration triviale, et si G est un prefaisceau simplicial fibrant. Tout prefaisceau 
simplicial admet une resolution injective, et elle est essentiellement unique. En 
general nous noterons F — > HF une telle resolution. On note alors, H(X, F) := 
HF{X), pour chaque X e C, et H{C,F) := Hom s (*,F). Si de plus (F,x) 
est pointe, on pose H~ m (C, F) := ir m (H(C, F), x). Nous dirons que F est 
un prefaisceau simplicial flasque, si pour chaque objet X G C, le morphisme 
F(X) — ► HF(X) est une equivalence faible. 

Soit U — > X un morphisme couvrant dans C, le nerf de U sur X est l'objet 
simplicial de C defini par 

Af(U/X) : A°p -> C 

[p] h-> U x x U x x ■ ■ ■ *x U 

les faces et degenerescences etant donnees par les projections et les diagonales. 
Pour chaque morphisme couvrant U — ► X, et F un prefaisceau simplicial, on 
dispose alors d'un A-diagramme 

F{M{U/X)) : [p] h- F(U x x U x x ■■■ x x U) 

La cohomologie de Cecil de F pour le recouvrement U — > X est l'ensemble 
simplicial 

H(U/X,F) := Holim A F(M(U/X)) 
oil Holim est le fonctcur de limitc dircctc homotopique decrit dans [B-K, Chap. 
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Nous dirons alors que F verifie la propriete de Mayer- Vietoris, si pour 
chaque objet X € C, et chaque recouvrement U — » X, le morphisme naturel 
F(X) — > H(U/X,F) est une equivalence faible. Le theoreme de descente co- 
homologique ( voir l'appendice 5.11 ) nous dit qu'un prefaisceau fibrant verifie 
cette propriete, et done un prefaisceau flasque aussi. 



2.1.2 Prefaisceaux en Spectres 



On notera SpSpr(C) la categorie des prefaisceaux en spectres sur un site 
C. D'apres 2 — 34], e'est une categorie de modeles fermee. On dispose 
done de notions de fibration, cofibration et equivalence faible. Si F et G sont 
deux prefaisceaux en spectres on note Hom sp {F, G) le spectre des morphismes 
de F vers G. Comme precedemment, les resolutions injectives seront notees 
F — > HF, et H(X,F) := HF(X). Si F est un prefaisceau simplicial, on note 
SF son spectre de suspension. On definit S := S*. Si F est un prefaisceau 
en spectres, on pose H(C, F) := ffo™ sp (S, F), et iJ-™(C, F) := 7r m (7J(C, F)). 
On dispose aussi de notions de cohomologie de Cecil, de prefaisceaux en spectres 
flasqucs, et du theoreme de descente. 

Soit / : F — > G un morphisme de prefaisceaux en spectres. La fibre homo- 
topique de / est definie par 



Fib(f)t n i := Holim 



( 



F u 



\ 



La cofibre homotopique est 



Co/(/)[n] := Hocolim 



Fu 



■ Gu 



V * ) 

Une suite exacte est la donnee de morphismes de prefaisceaux en spectres 



/ a 
E—^F—^G 
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et d'un diagramme commutatif 



E- 



F ■ 



G 



i d 



Fib(g) 



F ■ 



G 



ou j est le morphisme naturel, et u une equivalence faible. D'apres 4 
4 — 4], c'est aussi equivalent a la donnee d'un diagramme commutatif 



1, 



E- 



F ■ 



G 



id 

£ — F ^Cof(f) 

avec p le morphisme naturel et v une equivalence faible. 

Un morphisme de suites exactes est un diagramme commutatif 



E- 



f 



G 



/' a 



compatible avec les diagrammes ci-dessus. 
Toute suite exacte 

/ 9 
E — F — G 

donne une suite exacte longue de cohomologie 

H- m (C, F)—^-H- m {C, G) — S -^-H- m+l {C, E) — ^-s- H~ m+1 (C, F) 

Un morphisme de suites exactes induit un morphisme de suites exactes longues. 
Remarquons enfin que le foncteur Holim ( resp. Hocolim ) commute avec la 
formation des fibres homotopiques ( resp. cofibres homotopiques ), et transfor- 
med done de fagon naturelle les suites exactes en suites exactes. 



2.2 Champs Algebriques 



Les references pour ce paragraphe sont | D-M , L-M ] 



Soit p : C — > C une categorie fibree en groupoedes sur un site C. On lui 
associe un prefaisceau en groupoedes sur C defini par 

Fq : C — > Groupoides 
U i 5* Hom c (U,C) 
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avec U considere comme categorie fibree representee par U, et Home le groupoede 
des morphismes de categories fibrees sur C. En associant a chaque groupoede 
son classifiant, on obtient un prefaisceau simplicial Fq sur C . Avec ces nota- 
tions, C est un champ si Fc est flasque comme prefaisceau simplicial. 

De cette facon on a unc equivalence dc la 2-categorie des champs sur C avec 
celle des prefaisceaux simpliciaux Basques 1-tronques et morphismes flexibles ( 

I )• 

Si F — » H et G — ► H sont deux morphismes de champs, on note F x# G 
le produit fibre homotopique. Si les morphismes vers H sont clairs, on notera 
aussi F x G. 

Soit / : F — * G un morphisme de champ, et U — > G un morphisme avec 
U G C. La fibre de / au-dessus de U est notee / -1 (f7) :— F XqU. Rappelons 
que / est representable si toutes les fibres / _1 (L/) sont representables par des 
objets de C. 

Supposons maintenant que C = (Sch/k) et , le site des schemas separes de 
type fini sur un corps k. Un schema sera un objet de C. Un champ F sera 
algebrique si d'une part le morphisme diagonal 

A: F ^ F x F 

est representable et fini, et de plus s'il existe un schema X et un morphisme 
etale et surjectif X — > F. Le champ des ramifications d'un champ algebrique F 
est 

If '■= F x fxf F 

II est muni d'un morphisme tt : If —>■ F qui est ( representable ) fini et non- 
ramifie. On dira que F est une gerbe si it est etale. 

Soit X une variete et H un groupe fini operant sur X. Le champ quotient 
de X par H est note [X/Hj. Ses sections au-dessus d'un schema Y sont les H- 
torseurs P sur Y munis de morphismes -ff-equivariants vers X. Si F = [X/H], 
alors on a une equivalence canonique Ip ~ [X/H], avec X — {(x, h) 6 X x 
H/h.x — x}. Et done 

^-U [X h /Z h ] 

h£c(H) 

avec c(ff) les classes de conjugaisons de H, et Zh le centralisateur de h dans H\ 

Un espace de modules pour F, est un espace algebrique M muni d'un 
morphisme propre p : F — > M qui est universel vers les espaces algebriques, 
et tel que p : iroF(SpecK) ~ M(SpecK) soit une bijection pour tout corps 



algebriquement clos X. D'apres [K-M], tout champ algebrique possede un 



espace de modules. De plus, il existe un recouvrement etale U M, un 
schema V, un faisceau constant de groupes finis H operant sur V, et une 
equivalence Fjj := ~ [V/H]. Le champ F est une gerbe si et seule- 

ment si on peut prendre H qui opere trivialement ( on dit alors que " H 
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est le groupe de la gerbe F " ). En particulier, si F est rcduit, il cxiste un 
sous-champ ouvert dense qui est une gerbe. Les sous-champs ouverts ( resp. 
fermes reduits ) de F sont tous de la forme F' := F x« M' <— > F ( resp. 
F' := (F Xm M') re d F ), avec M' <— > M une immersion ouverte ( resp. 
fermee ). On notera Codim(F' , F) := Codim(M',M). On appellera point de 
F un point de M. La gerbe residuelle d'un point Speck(x) — > M, est la gerbe 
sur Speck(x), x = (F Xm Speck{x)) re d- L'ordre d'inertie de F en x est l'ordre 
du groupe de la gerbe residuelle x. 

Soit M' — > M est un morphisme d'espaces algebriques, M l'espace de mod- 
ules de F, et F' = F x m M'. Alors le morphisme naturel de l'espace de modules 
M" de F' 

M" M' 

est radiciel ( [ |Vi| , 2.1] ). Comme nous nous interresserons aux types d'homologie 
rationnelle, on pourra indentifier M" et M' par ce morphisme. 



Le site etale d'un champ algebrique F sera note F et ( [D-M, 4.10] ). II est 
muni d'un faisceau d'anneaux Of- La categorie des faisceaux de O^-modules 
coherents sera notee Coh(F), et celle des faisceaux de (Dp-modules localement 
libres de rang fini ( fibres vectoriels ) Vect(F). 

Un morphisme de champs / : F — > F' est projectif s'il existe une factori- 
sation de / 

F — ^P(F)-^F' 

ou j est une immersion fermee, et p la projection d'un fibre projectif associe a 
un fibre vectoriel V sur F'. 



3 G-theorie des Champs de Deligne-Mumford 



Dans cette section k est un corps, et on suppose que k contient les racines 
de l'unite. Les champs algebriques sont des champs algebriques sur (Sch/k) et . 

Si F est un champ algebrique, on dispose des categories Coh(F) et Vect(F). 
Ce sont des categories exactes au sens de Quillen ( 0, 2] ). On peut done leur 
associer les spectres de X-theorie. 

Definition 3.1 Les spectres de K-theorie et de G-theorie d'un champ algebrique 
F sont definis par 

K(F) := K{Vect(F)) 
G(F) := K(Coh(F)) 

On pose alors 

K m (F) := n m (K(F)) 
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G m (F) := ir m (G(F)) 

La correspondance F t— ► K(F) ( resp. F i— > G(T) ) est un foncteur de la 
2-categorie des champs ( resp. champs et morphismes plats ), vers celles des 
spectres, morphismes de spectres et homotopies entre morphismes. Le produit 
tensoriel definit une structure de K(F)-modu\e sur G(F). Par restriction, on 
obtient deux prefaisceaux en spectres K et G sur F et . 

Definition 3.2 Les spectres de K-theorie et de G-theorie etale sont definis par 

K et (F) := H(F et , K) 
G et (F) := H(F et ,G) 

On pose alors 

K m<et (F):=7r m (K et (F)) 
(F) :=n m (G et (F)) 

Soit p : F — > F' un morphisme propre de dimension cohomologique finie. 



En utilisant les arguments de Th , 3.16.1], on peut construire un morphisme 
d'images directes 

p* : G(F) -> G(F') 

qui est strictement fonctoriel pour la composition. 
De la meme facon, on dipose d'images reciproques 

/* : G(F') G(F) 

pour les morphismes / : F — ► F' de Tor-dimension finie. 

On a egalement que G e t{F) est fonctoriel covariant pour les images di- 
rectes de morphismes propres representables, et contravariant pour les mor- 
phismes de Tor-dimension finie. La covariance pour les morphismes propres 
non necessairement representables sera etudiee plus loin. Ces images directes et 
reciproques sont liees par les formules habituelles de transfert et de projection 
(B 7 2.11, 2.10] ). 



3.1 Proprietes generates 



La proposition suivante montre que les proprietes generales de la G-theorie 
des champs sont les memes que celles des schemas. 

Proposition 3.3 1. ( invariance topologique ) Soit F un champ algebrique, 
et j : F rec i c — > F I'immersion canonique de son sous-champ reduit, alors 

U ■ G(F red ) - G(F) 

est une equivalence faible. 
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2. ( localisation ) Si j : F' F est un sous-champ ferme de complementaire 
i : F — F' F , alors il existe une suite exacte fonctorielle 

G(F') G(F) V G(F - F') 

3. ( axiome du fibre projectif ) Si p : V — > F est un fibre vectoriel de rang 
r + 1, tt : P —> F le fibre projectif associe, et x := 0p(i) G K(P) le fibre 
inversible canonique, alors le morphisme 

VZlGiF) - i= G(P) 

est une equivalence faible. 
4- ( homotopie ) Soit p : V — > F un fibre vectoriel. Alors le morphisme 

p* : G(F) -» G(V) 

est une equivalence faible. 
Preuve: Les preuves sont les memes que pour le cas des schcmas. □ 

En localisant, on dispose de la meme proposition pour le cas etale. 

Proposition 3.4 1. ( invariance topologique ) Soit F un champ algebrique, 
et j : F re d F Vimmersion canonique de son sous-champ reduit, alors 

: G e t(F. re d) —> G et (F) 

est une equivalence faible. 

2. ( localisation ) Si j : F' <—y F est un sous- champ ferme de complementaire 
i : F — F' <^-> F , alors il existe une suite exacte fonctorielle 

G et (F>) Get (F) — ^ G et (F - F') 

3. ( axiome du fibre projectif ) Si p : V — > F est un fibre vectoriel de rang 
r + 1, 7r : P —> F le fibre projectif associe, et x := Op(i) G K e t(P) le fibre 
inversible canonique, alors le morphisme 

V-=5 Get(F) - G rt (P) 
V(oi) i ^ ELo 71 "*^)-^ 

est une equivalence faible. 

4- ( homotopie ) Soit p : V ^ F un fibre vectoriel. Alors le morphisme 

p* : G et (F) - G et (V) 

est une equivalence faible. 
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Pour finir ces generalites, rappelons le devissage suivant la codimension du 
support pi 7.7]. 



Proposition 3.5 Soit F un champ algebrique et Coh(F) p , la categorie des 
faisceaux coherents sur F dont le support est de codimension superieur ou egal 
a p. Notons V ensemble des points de codimension p dans F, et G(F) P :— 
K(Coh{F) p ). Alors les morphismes naturels definissent une suite exacte 

G{F y+i _ G ( F )p _ \J xeF(p} G (x) 



3.2 Theoremes de Descente 



Nous venons de voir que la G-theorie des champs algebriques possedait beau- 
coup de proprietes analogues au cas des schemas. Cependant le theoreme de 
descente etale de la G-theorie rationnelle s'avere faux en general. Nous allons 
voir qu'une generalisation plus faible existe tout de meme. Elle nous perme- 
ttra de nous ramener souvent au cas des champs quotients par des groupes 
finis. Nous demontrerons par la suite un theoreme de descente homologique. 
Ce resultat nous permettra de definir les images directes pour la G-theorie etale. 

Nous adopterons la notation suivante : si E est un prefaisceau en spectres on 
notera Eq := E <g> Q. C'est le prefaisceau localise de E suivant les equivalences 
faibles rationnellcs. 



3.2.1 Descente Etale 

Theoreme 3.6 Soit p : F — > M la projection d'un champ algebrique sur son 
espace de modules. Alors p^Gq est flasque sur M et . 

Remarquons que si F est un schema, le theoreme redonne le theoreme de 
descente etale de la G-theorie rationnelle ( [Th, 11.10] ). 



Preuve: En utilisant le "lemme des cinq", on sait que s'il existe une suite 
exacte 

E >■ F ^G 

sur M et , F est flasque si G et E le sont. 

Utilisons alors la proposition 3.5. On dispose d'une suite exacte sur M et 

P*Gq +1 ^P*G P Q » VzeFM 0'*)*(p*)*G Q 



ou i x : Speck(x) — ► M est le morphisme associe au point x, et p x : x — > 
Speck{x) la projection naturelle. En raisonnant par recurrence descendante 
sur p, il nous suffit de montrer que le terme de droite est flasque sur M et , et 
done que pour chaque point i de M, le prefaisceau (i x )*(Px)*GQ est flasque 
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sur M. Comme les images directes preservent les prefaisceaux flasques, il suffit 
de montrer que (j> x )*Gq est fasque sur (Speck(x)) e t- Ainsi on se ramene a 
demontrer le theoreme dans le cas ou M = SpecK est le spectre d'un corps. 
Comme M et est alors le site galoisien de K, le theoreme provient du lemme 
suivant. 

Lemme 3.7 Soit F — > SpecK une gerbe sur un corps K , K sp une cloture 
separable de K, et H = Gal(K sp / K). On note F sp — > SpecK sp la gerbe induite. 
Alors le morphisme canonique q : F sp — > F, induit une equivalence faible 

q* : Gq(F) — > Gq(F sp ) h 

Preuve: On commence par eclaircir les notations. Le groupe H opere par 
automorphismes sur SpecK sp , et par fonctorialite, on a une operation H — > 
AutF(F sp ). Done H opere sur l'espace G(F sp )q, que Ton voit alors comme un 
iJ-diagramme. Dans ce cas 

G(F sp )% := Holim H G(F sp ) Q 

est l'espace des invariants homotopiques de H . 

Comme H est profini, et que G(F sp )q est un spectre rationnel, la suite 



spectrale de Bousficld-Kan ( [ |B-K| , Ch. XI §7] ) degenere et donne des iso- 
morphismes canoniques 7r m (G(i 7 ' sp )q) ~ G m (F sp )g. De plus par continuity du 
foncteur G, on a 

G m (F sp )» ~ Colim K 

1 — >-ft"i galois fini G m (F{ )q ! 

avec Hi = Gal(Ki/K), et Fi = F x-specK SpecKi. II reste a montrer que le 
morphisme naturel G(F)q — > G(i 7 i)q t est une equivalence faible pour tout i, 

Soit p : Fi — > F la projection, et m, l'ordre de ifi. Alors la formule de 
projection implique que 

P,op* = xm, : G(F) Q ^G(F) q 

Et de meme 

P*op, = x mi : G^Oq -» G(Fi)% 

Ainsi, — p» est un inverse homotopique de p*. □ 



Corollaire 3.8 Soit F un champ algebrique, et p : F — > M son espace de 
modules. 

1. Pour tout recouvrement etale U — > M, Ze morphisme naturel 

G{F)q — > H(U/M,p*Gq) 
est une equivalence faible. 
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2. Soit X — > M un revetement galoisien de groupe H , etp: Fx '■= Fx^X 
F le revetement induit. Alors les morphismes naturels 

p* : G(F)q - G(F x )g 

p» : G(F X )% G(F)q 
sont des equivalences faibles. 

3. Si F est lisse, alors il existe une equivalence faible naturelle 

H(M eU p*K Q ) ~ G(F) Q 



Preuve: Les points (1) et (2) proviennent du theoreme de descente ( 5.11 



) applique au prefaisceau flasque p*Gq sur M et , et de la formule de projection 
p*op* = xo(H) pour le (2). 

Pour demontrer (3), il suffit d'apres le theoreme de demontrer que 

P*Kq — > p*Gq 

est une equivalence faible de prefaisceaux en spectres sur M et . En localisant sur 
M e t, on se ramene au cas ou F = [X/H] est un champ quotient d'un schema 
lisse X, par un groupe fini H. Mais alors on sait que tout faisceau coherent sur 
F admet une resolution par des fibres vectoriels ( |Th2, 5.3] ), et done que le 
morphisme naturel 

K{F) - G(F) 

est une equivalence faible. □ 



3.2.2 Descente Homologique 



Nous allons maintenant demontrer un resultat de descente de la G-theorie 
etale. II va nous permettre d'etendre la definition des images directes aux mor- 
phismes propres quelconques. La methode de construction est tiree de |G3| . 

Soit F un champ algebrique et p : X — > F un morphisme propre surjectif, 
avec X un schema. Le nerf de X sur F est un schema simplicial a faces propres 
Af(X/F). On peut done en prendre l'image par le foncteur covariant G, et 
obtenir ainsi un spectre simplicial note G(J\f(X/ F)). La colimite homotopique 
de ce spectre simplicial sera notee 

G{X/F) := Hocolim A o P G(Af(X/F)) 

Theoreme 3.9 Soit X un schema et p : X — > F un morphisme propre surjectif. 
Alors le morphisme naturel 

p. : G(X/F) Q -> G et {F)d 

est une equivalence faible. 
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Preuve: En raisonnant par recurrence sur la dimension de F et a l'aide de 



3.3, on peut se restreindre a demontrer le theoreme pour un ouvert de Zariski 
de F. Ainsi on se ramene au cas ou F est une gerbe sur M, telle qu'il existe un 
revetement galoisien M' — > M fini et une equivalence 

F' :=Fx M W ~ [V/H] 

avec V un schema et H un groupe fini operant sur V. Notons X 1 := X Xp F 1 . 

Rappelons que si E est un spectre muni d'une action d'un groupe H, on 
note Ejj := HocolimuE. 

Considerons alors le diagramme homotopiquement commutatif d'images di- 
rectes suivant 

G(X/F) Q » G et (F) Q 



{G{X'/F') Q ) H *(G et (F') Q ) H 

Comme les fleches verticales sont des equivalences faibles ( d'apres [T8] ), on se 
ramene a demontrer que (G(X'/F' )q)h — > {G e t{F')ci)H est une equivalence 
faible. Mais comme les co-invariants homotopiques preservent les equivalences 
faibles, il nous sufHt de demontrer le theoreme pour X' — > F' . En utilisant le 
meme argument avec le revetement galoisien V — » F' , il suffit de demontrer le 
theoreme dans le cas ou F est un schema. 

Comme precedemment on peut se restreindre a un ouvert generique de F. 
On peut alors supposer que X — > F possede une section apres un changement 
de base fini F' — > F. On peut meme supposer que F' — > F se factorise en 

avec a un morphisme radiciel, et b un revetement galoisien de groupe H. Notons 
c : X' := X x F F' -> F' et d : X" := X x F F" -> F" . On dispose alors du 
diagramme homotopiquement commutatif suivant 

G(X/F) Q -^-^ G(F)q 
G(X"/F") Q G(F")q 

G(X'/F') Q ^^G(F') Q 

Comme a est radiciel, on sait que a* : G(F')q — » G(F")q est une equivalence 
faible. II en est de meme du morphisme induit G(X'/F') Q -> G{X"/F")q. Dc 
plus, comme le morphisme X' — » F' possede une section, c* : G(X' / F')q — > 
G(F')q est une equivalence faible ( [jG3| , 4—1 (J)] ). Ceci implique que le 
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theoreme est vrai pour X" — * F". En prenant les co-invariants homotopiques 
on obtient un nouveau diagramme qui commute a homotopie pres 



G(X/F) 



Q 



G(F) 



Q 



b. 



(G(X"/F") Q ) H 



(G(F")q)h 



De nouveau les fleches verticales sont des equivalences faibles. Le theoreme 
etant vrai pour X" /F", il est vrai pour X/F . □. 

Passons a la construction des images directes en G-t heori e etale. 
Soit / : F — > F' un morphismc propre. A l'aide de | D-M , 4.12], choisissons 
un schema X et un morphisme propre surjectif 

p : X —> F 

On dispose alors d'un diagramme de morphismes propres 

N{X/F) 




En appliquant le foncteur covariant {G et )Q, on obtient un diagramme de spec- 
tres 

G(X/F) Q 

3. 

Get(F)Q Get(F')Q 



D'apres le theoreme p.9| , est une equivalence faible. On dispose done d'un 
morphisme bien defini a homotopie pres 

/, = q* o (p- 1 ) : G et (F) Q -» G et (F') Q 

Soit p' : X' — > F est un autre morphisme propre surjectif, et Z = X x F X' . 
Alors, les diagrammes suivants commutent a homotopie pres 



G(X/F) Q 



G(Z/F) Q 



G(X>/F) Q -^±+G et (F) Q 



G(Z/F) Q 



G(X/F) Q 



(-/') 



G(X'/F) Q ^+G et (F>) Q 



1G 



Ainsi, le morphismc /* : G e t(F)Q — > G e t(F')Q est independant a homotopie 
pres du choix de p : X — » F. II est alors facile de voir que F — > G et {F) est un 
foncteur covariant a homotopie pres pour tous les morphismes propres. 

Lemme 3.10 Soit X un schema et H un groupe fini operant sur X . Alors la 
projection p : X — » X/H induit des equivalences faibles 

p. : (G(X) Q ) H -» G(X/H) Q 

p* : G(X)§ -f G(X/ff) Q 

Peuve: II suffit de considerer le cas ou X reduit. 



On considere le diagramme commutatif 



G(X)% (G(X) Q ) H 




G(X/H) Q 

Comme le groupe H est fini, et que Ton est a coefficients rationnels, le morphismc 
horizontal est une equivalence faible. II suffit done de demontrer la seconde 
assertion du lemme. Soit j : Y X une immersion ferme equivariante, tel que 
i : X — Y X soit dense dans X, et que Taction de H soit sans points fixes 
sur X — Y . On considere le morphisme de suites exactes 



G(X)% 



G(Y/H) Q 



G(X/H) Q ■ 



■G{X-Y)B 



G((X-Y)/H) Q 



En raisonnant par recurrence sur la dimension de X , on peut se restreindre au 
cas ou Taction de H est sans points fixes sur X. Le corollaire ^ (2) montre 
alors que p» : G(X)U — > G(X/H)q est une equivalence faible. □ 



Corollaire 3.11 Soit p : F M la projection d'un champ algebrique sur son 
espace de modules. Alors le morphisme 

V, ■ G et (F) Q G(M)q 

est une equivalence faible. 

Preuve On considere le morphisme de prefaisceaux en spectres sur M et 

p* : p*(G et )Q — > Gq 
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On sait que le membre de droite est flasque sur M et ( 3.6 pour un espace 
algebrique ). Le membre de gauche est l'image directe d'un prefaisceau flasque, 
done est encore flasque. On peut done localiser sur M et et se ramener au cas 
ou .F = [X/H] est le champ quotient d'un schema par un groupe fini H. 

Prenons le morphisme naturel q : X — > F, et notons r : X — > X/H = M. 
On peut alors considerer le diagramme homotopiquement commutatif suivant 

G(X/F) Q G(M) Q 



G et (F) Q 




Par lc thcorcmc 3.E , g* est une equivalence faible. II nous suffit done de montrer 
que est une equivalence faible. Or le iaerfJ\f(X/F) est canoniquement isomor- 
phe au classifiant BHX de Taction de H sur X. II existe done une equivalence 
faible naturelle 

(G(X) Q ) H - G(X/F) Q 
qui rend homotopiquement commutatif le diagramme 

(G(X) Q ) H *G(X/F) Q 



Get(M) Q 

Le lemme precedent permet de conclure que r* est une equivalence faible. □ 

II est a noter que ces morphismes d'images directes ne sont pas definis a coef- 
ficients entiers, tout au moins lorsque les morphismes nc sont pas representables. 



lis sont 1' analogue des images directes de cycles algebriques definis dans [ Vi2|. 
Ainsi le corollaire precedent est un analogue au fait que les groupes de Chow 
rationnels d'un champ algebrique sont isomorphes a ceux de son espace de mod- 
ules. 

3.2.3 Enveloppes de Chow 



Dans le cas des schemas, on sait qu'une enveloppe de Chow p : Z — > X 
permet de retrouver la G-theorie de X ( JG3[ ). Si maintenant F est un champ 
algebrique, on verra qu'il cxistc une notion d'cnvcloppe de Chow rationnellc per- 
mettant de calculer la G-theorie rationnelle de F, en fonction de la G-theorie 
de certaines gerbes triviales. 



Definition 3.12 Soit F un champ algebrique. Un morphisme propre et representable 
de champs 

p:F ^F 
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est une enveloppe de Chow rationnelle, si pour tout point x de F , le morphisme 
induit sur la gerbe residuelle 

— ► x 

possede une section apres une extension finie de k(x). 

Remarquons par exemple, que le morphisme naturcl X — > [X/H] est une 
enveloppe de Chow rationnelle, si et seulement si H opere sans points fixes sur 
X. 

La condition de la definition est equivalente a dire que pour tout sous-champ 
ferme integre F' de F, il existe un sous-champ ferme integre Fq de Fo au-dessus 
de F' , tel que la restriction 

P ■ K -» F' 

admcttc gcneriqucmcnt une section apres un changcmcnt dc base fini de l'espace 
de modules de F' . 

Si F' — > F est un morphisme propre de champs, on dispose de son nerf 
W(F' I F), qui est un champ simplicial a faces propres. En appliquant le fonc- 
teur covariant G, on en deduit un spectre simplicial G(M(F' / F)). La colimite 
homotopique de ce diagramme sera notee G(F' /F). 

Proposition 3.13 Si p : Fq — > F est une enveloppe de Chow rationnelle, alors 
le morphisme naturel 

p. : G(F Q /F) Q G(F) q 

est une equivalence faible. 



Preuve: Comme dans la preuve de 3.9, on peut se restreindre au cas ou 



Fq — > F possede une section apres un changement de base de l'espace de mod- 



ules de F par un revctcmcnt galoisien. En utilisant 3.8 (2) on se ramene au cas 



oup possede une section s : F — > Fq. On sait alors que s* : G(F)q — > G(Fq/F)q 



est un inverse homotopique de ( [G3, 4 — 1 (/)] ). □ 



Remarquons que les arguments de la preuve de ||G3| , 4 — 1] , entrainent que 
la proposition se generalise au cas des hyper-enveloppcs dc Chow rationnelles. 

3.3 Theoreme de Devissage 



Dans cette section nous allons montrer que les espaces de G-theorie, se 
decrivent a l'aide de la G-theorie etale du champ des ramifications. Pour cela, 



nous allons generaliser certains resultats de Vistoli ( |Vi| ) au cas des champs 
algebriques. 

Nous aurons besoin d'une hypothese supplementaire. Elle assure par exemple 
que les morphismes propres sont tous de dimension cohomologiquc finie. 
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Hypothese 3.14 Si F est un champ algebrique, on supposera que les ordres 
d'inertie de tous les points de F sont premiers a la caracteristique de k. 

Pour ce chapitre, on notera A = Q(/ioo), avec p^ le sous-groupe de k* des 
racines de l'unite, que Ton identifiera a un sous-groupe de C*, par un plongement 
fixe 

Moo ^ C* 

Si E est un spectre, E\ designera E <8>z Q(Moo)- 

Theoreme 3.15 Soit F un champ algebrique lisse. Alors il existe une equivalence 
faible de spectres en K-algebres 

<j> F :G{F) A ^G &t (I F ) A 

De plus, 4> commute avec les images reciproques, et les produits. 

Preuve: Commengons par definir un morphisme 

p : K(I F ) -> K(I F ) A 

Soit V un fibre vectoriel sur I F . Fixons nous £ une racine de l'unite dans k. 

Soit / : X — > I F une section au-dessus d'un schema X. Elle est determined 
par une section s : X — > F, et un automorphisme a € m(F( X), s). Le fibre 



f*V sur X est alors muni d'une action de < a >. D'apres 3.14 



cette action est 



diagonalisable. On obtient done une decomposition canoniquc 

f* v ~ /*y(0 

oil /*y(0 est le sous- fibre vectoriel de f*V sur lequel a opere par multiplication 
par C- 

Donnons-nous maintenant deux sections 

/ : X -> I F 
g:Y^I F 

donnees respectivement par (s, a) et (t,b), un morphisme p : Y — ► X, et une 
homotopie h : f o p ^> g. Le cocyle de V 

«;.,./. : (po/)*V ~<?*y 

etant compatible avec les actions de < a > et < b >, on obtient ainsi un cocycle 
induit 

De cette fagon on definit un fibre vectoriel V^) sur I F . De plus, II est clair que 
les foncteurs V i— » sont exacts. On pose alors 

p: K{I F ) — » K(Ip) A 
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C'est un morphisme de spectres en anneaux, qui est de plus fonctoriel pour les 
images reciproques. Soit ir : Ip — > F la projection, et can : K(Ip) — ► K et (lF) 
le morphisme canonique. On considere 

can o p o 7r* : K(F)a — > K et (I F )A 

En localisant sur M e t , on obtient un morphisme de prefaisceaux en spectres sur 



Et par le corollaire 3.8 (3), le morphisme cherche 

4> F : G*(F) A — ► G» te t(lF)\ 

Par construction, il est compatible aux produits et aux images reciproques. En- 
fin, il est clair que lorsque F = [X/H], on obtient le morphisme <j) defini dans 
[|vf 4.1]. Ainsi <j) F est une equivalence faible. □ 

Remarquons que meme si F n'est pas lisse, il existe toujours un morphisme 

4> F : K{F)\ — > K et (I F )A 

mais qui n'est pas, a priori, une equivalence faible. 



Enfin, si F est une gerbe ( eventuellement singuliere ), il existe encore une 
equivalence faible canonique de spectres en A-modules 

4> F :G(F) A ~^G et {I F )A 

En effet, comme n : If — ► F est etale, on peut appliquer la construction de la 
preuve precedente. 



4 Le Theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch 



On continue a su pposer que k contient les racines de l'unite, et que les 
champs verifient 3.14. 



4.1 Cohomologie des Champs Algebriques 



On se place dans (SchQP : /k) e t, le site des schemas quasi-projectifs sur k, 
muni de la topologie etale. Par la suite tous les schemas sont quasi-projectifs. 

Donnons-nous une theorie cohomologique avec images directes. C'est a dire 
les donnees suivantes. 
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pour tout cnticr i, un prcfaisceau en spectres abeliens TL l ( i.e. associe par 
la construction dc Dold-Puppe a un complexe de prefaisceaux abeliens ) 
Basque sur le site precedent, et muni d'un produit 

w a w — ► n l+j 

homotopiquement associatif et commutatif. On notera 

U := \J W 

iez 

le prefaisceau en spectres en anneaux gradues associe. 

pour chaque entier i, et chaque schema X, des spectres abeliens TC'^X). 
Pour chaque morphisme propre / : X —> Y de schemas irreductibles un 
morphisme de spectres abeliens 

/* : H'i(X) — » U' l+dp {Y) 

avec p la dimension relative de X sur Y, et d un entier fixe, egal a 1 ou 2. 
On demande que ces images directes s'etendent en un foncteur 

X^H'(X) :=\J74(X) 
iez 

covariant pour les morphismes propres. 

Pour chaque schema X, une structure de W(X)-module gradue sur H'(X). 
De plus, si / : X — ► Y est un morphisme propre, et x G H'(X), y G H(Y), 
alors on a 

f*(f*(y)-x) = y-f*(x) 

pour chaque morphisme etale / : X — > Y, un morphisme de spectres 
abeliens 

/* : H'i(Y) — » H[(X) 
qui fait de H! un H-module pour les morphismes etales. 
si 



q p 

X ^Y 

V 

est cartesien avec p propre et u etale, alors 

v* op* = o u* 
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• si j : Y X est une immersion fermee, et i : £/ <—>■ X l'immersion ouverte 
complementaire, alors la suite suivante 

H >(Y) — ^ H' +dp (X) -JU U' i+dp {U) 

est canoniquement une suite exacte. 

• si X est un schema lisse, alors il existe une equivalence faible 

px : 7C(X) — > H'iiX) 
compatible avec les produits et les images reciproques. 

• II existe un morphisme de prefaisceaux simpliciaux 

C\ : BG m — ► Kr i 
Et done un morphisme flexible ( |Bj ) sur les champs associes 

C x : Pic — > Hf 0] 

• soit 7r : P — > X lc fibre projectif associe a un fibre vectoriel de rang r + 1, 
et x = Ci(Op(i)). Alors le morphisme 

VZ r n(x) — w(p) 

Vdi I ► X\ 7r *( a i)- a; 

est une equivalence faible. 
Avant d'aller plus loin, donnons quelques exemples. 

• La thcoric de Gersten: Notons /Q le prefaisceau sur (SchQP /k) e t 

X^Ki(X) 

On considere les prefaisceaux en spectres K(JCi,i) <8> Q, et on prend pour 
TC les prefaisceaux fibrants associes. 
Soit 

TV: Ki(k(x))^> Ki- X {k{x)) ^ ■ ■ ■ K (k(x)) 

le complexe de Gersten de codimension i de X, concentre en degre [—i, 0]. 
On pose 

H'i(X) := K(K\o) <g> Q 
Alors TC et W' verifient les axiomes ci- dessus ( g 1.4 (ii)} ), avec d = 1. 
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La cohomologie de De Rham: Supposons k de caracteristique nulle. 

Pour un schema X, on considere K(£lx, 2i) le complexe de Dc Rham 
de X ( (h| ), place en degres [— 2i,DimX — 2i]. On prend pour W un 
modele fibrant de K(p,_,2i). 

Notons Im(X) la categorie filtrante des immersions fermees X =— » Y, 
avec Y" lisse. La cohomologie de Y a support dans le sous-schema X est 
definie par 

h x (y) = Fib (h 1 (y) — > tc{y - x)) 

L'homologie d'un schema X est alors definie par 

H'i = Colim Im{x) EU l + 2p {Y) 

ou p est la codimension de X dans Y, et ETC 1 le spectre associe a la 
resolution canonique de f2[2i] definie dans [|h|, 2]. 

Alors TL et 7i' verifient les conditions precedentes avec d = 2, au detail 
pres que les images reciproques etales en homologie ne sont fonctorielles 
que dans un sens flexible ( || ). Elles sont definies de la fagon suivante. 

Soit / : X' — > X un morphisme etale. Soit p : Z % — > X un hyper- 
recouvrement propre dont toutes les composantes Z n sont lisses. Un tel 



hyper-recouvremnent existe d'apres Be|. En prenant l'image de Z, par le 



foncteur covariant ETC, on obtient un A-diagramme de spectres ETC(Z m ). 
On note la colimite homotopique par ETC(Z/X). Alors le morphisme 
naturel 

p* : EH(Z/X) — ► H'(X) 

est une equivalence faible. On pose Z' t — > X' l'hyper-recouvrement induit 
sur X' . Alors on a un morphisme induit sur les A-diagrammes 

/* : EH(Z'„) — > EH(Z.) 

On conclut en prenant la colimite homotopique. Cette construction et la 
formule de projection permettent aussi de definir la structure de TL(X)- 
module sur TL'(X). 

• Les complexes de Chow-Bloch: Si Ton se retreint aux schemas quasi-projectifs 
lisses, on peut prendre 

n l (x) = z'(i)®Q 

le complexe de Bloch des cycles de codimension i sur X ( B ). En prenant 
H' = TL, les conditions precedentes seront verifiees pour les schemas lisses. 
Si on considere des schemas singuliers, la definition marche encore sauf 
que seul TC existe. On laisse le soin au lecteur d'apporter les quelques 
modifications que cela entraine par la suite. 

Definition 4.1 Soit F un champ algebrique lisse. On definit la cohomologie et 
l'homologie etale de F par 

Hl t {F,i) := HV- dl {F et ,U l ) 
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Hf(F,i) := HP-^F^H't) 
H- et (F,*) :=®fl*(f,i) 



./Volts noterons aussi 



H(F) :=H(F et ,H) 
n'(F) :=H(F et ,H') 
les spectres de cohomologie et d'homologie de F . 

Nous precisons que l'indice p de Hp t (F, *) designe la codimension, et non la 
dimension comme il en est l'usage. 

Pour definir les images directes nous aurons besoin du resultat de descente 
analogue a 3.£. 

Proposition 4.2 Soit p : X — » F un morphisme propre et surjectif, avec X un 
schema quasi-projectif. Alors le morphisme naturel 



n'(x/F) Q — n'(F) Q 



est une equivalence faible. 



Preuve: C'est la meme que pour 3.9 



□ 



Soit / : F' — ► F un morphisme propre de champs algebriques. Considerons 
un diagramme commutatif 

X' 

p 



F' 



f 



F 



ou q est un morphisme propre et surjectif. On dispose alors du diagramme 
suivant 

n'(x'/F') Q 

p* 



H'(F') Q 



n'(F) Q 



Comme q* est une equivalence faible, on peut definir /* : H'(F')q — ► W(.F)q 
par 

/» := p- t o {q^Y 1 
On obtient ainsi un morphisme bien defini 

p*:iff(i^*)Q^if. et (F,*) Q 
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Si p : F — ► Speck est le morphisme structural d'un champ propre, on notera 
/ := p* : H?(F, *) Q — » Hf (Speck, *) Q 

La construction de Gillet des classes de Chern ( 2.2] ) donne des morphismes 
de prefaisceaux simpliciaux 

C l : K [0] -> W| o] 

En passant a la cohomologie on obtient des classses de Chern etale 

Cf : K m<et (F) ^ Hft m (F,i) 

verifiant les proprietes citees dans |^[ 2.1]. Sont associes par les formules 
habituelles, le caratere de Chern et les classes de Todd 

Ch et :K^ et (F) — »ff'(F,*) 

Td et : K^^t(F) > H° t (F, *) 

Nous possedons de cette fagon une theorie cohomologie-homologie etale pour 
les champs algebriques, verifiant toutes les proprietes habituelles ( localisation, 
homotopie ... ). 

Remarque: Voici un exemple tres simple montrant que cette theorie etale 
ne peut pas donner de formule de Hirzcbruch-Ricmann-Roch. 

Soit F = [Speck/ H] avec H un groupe fini abelien par exemple. Dans ce 
cas le fibre tangent est trivial, et la transformation de Ricmann-Roch 

t f :K (F)^H«:(F,T(.)) q 

est le caractere de Chern. Elle est done multiplicative. Le corollaire precedent 
implique que 

p. : H%(F, r(.)) ~ Hit {Speck, T(.)) Q 
Supposons que la theorie cohomologique verifie 

Hf; (Speck, T{*)) C = C 

C'est le cas pour les exemples precedents. Si la formule d'Hirzebruch-Riemann- 
Roch etait verifiee on aurait un diagramme commutatif 

#o(fOc — ff£(F,r(.)) c 



id 



2G 



En identifiant Kq(F) avec le groupe de Grothcndieck des representations de H 
dans k, on aurait pour tout k[H]-modn\e V de dimension finic 

Ch{V) = Dim(V H ) 

Prenons V de dimension 1 non triviale. Alors V H = (0). Soit m l'ordre de H, 
alors ]/® m = 1. On aurait done 

Ch(V® m ) = Ch{V) m = Ch(l) = 1 => Ch(V) ^ 

Ce qui est absurde. 

Pour remedier a ce probleme nous proposons une nouvelle definition de la 
cohomologie d'un champ, que nous appellerons ( voir la remarque suivante ) 
" cohomologie a coefficients dans les representations" . Sa definition est directe- 



mcnt inspiree du theoreme 3.15 



Definition 4.3 Soit F un champ algebrique. On definit la cohomologie et 
Vhomologie de F a coefficients dans les representations par 

HP ep (F,i) :=H* t (I F ,i) 



On notera de meme 



H^(F,i) :=Hf{I F ,i) 

T~trep(F) :— H(If) 
Ke P (F) ■= H'{If) 
H' rep {F,*) :=^H^(F,i) 

i.p 

H: ep (F,*) :=0^(F,i) 

i,p 

Si f : F — > F' est un morphisme de champs, et If : I F — > I F i le morphisme 
induit, on definit 

f* : H' rep (F *) = H' et (I F , *) ^ H'JIp,,*) = H' rep (F\ *) 

De la meme fagon si f : F — > F' est propre, on pose 

/. : H r r(F, *) Q = H?(I F , *)q ^ ff. e4 (lF', *)q = H^(F', *) Q 
Si p : F — ► Speck est la projection d'un champ propre, on notera 

J =P*- Hr . ep (F, *) Q — H?*(Speck, *)q 
le morphisme induit. 
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Les proprietes dc cettc cohomologic sc dcduiscnt immcdiatemcnt de cellos do 
la cohomologie etale. Comme d'habitude, pour tout Z-modulc A, nous noterons 
Aa pour A ®z A. 



Proposition 4.4 La correspondance F i-> H' ep (F,*)\ est un foncteur con- 
travariant de la 2-categorie des champs algebriques vers les A-algebres commu- 
tatives bi-graduees. 

La correspondance F i— » Hl ep (F,*)\ est un foncteur covariant de la 2- 
categorie des champs algebriques et morphismes propres vers les K-modules. 
C'est aussi un foncteur contravariant pour les morphismes etales representables. 
De plus, on a les proprietes suivantes 

1. pour tout champ F, Hl ep (F 7 *)A est un H' (F,*) a -module bi-gradue. 

Si f : F' ► F est un morphisme propre, x E Hl ep (F, *)a et y E 

H? ep (F',*) A , alors 

f*(f*( x )-v) = x -.f*(y) 

2. si F est lisse, il existe un isomorphisme de H* (F, *)A-module 

PF :H; ep (F,*) A ~H: ep (F,*) A 
compatible avec les images reciproques et les produits. 

3. si le carre suivant est cartesien 




p 

avec p propre, et u etale representable, alors 

g,ou*= u* op* 

4- si j : F' <^-> F est une immersion fermee, et i : U F I'immersion 
complementaire, alors la suite 

est naturellement exacte. 

5. si F est un champ lisse, et p : V — > F est un fibre vectoriel, alors le 
morphisme naturel 

p* :H' rep (F,*) -^H' rep (V,*) 

est un isomorphisme. 
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Remarque: Supposons que k = C, et que l'on prenne la cohomologie de 
De Rham. Si F est un champ algebrique lisse, on peut lui associer un champ 
analytique F an . Le theoreme de comparaison de Grothendieck ( [^h], Thru. 1'] 
), donne alors un isomorphisme de C-algebres 

H rep{ F ) — H'((I F )to P ,C) 

oil (lF)to P est le site topologique sur (I F ) an , et C le faisceau constant de fibre 
C. Soit 7r : I F — ► F la projection, et p : F — * M la projection sur l'espace de 
modules. On pose R — p^o 7r*(C), c'est un faisceau en C-algebres sur M, dont 
la fibre au point geometrique x € M est isomorphe a C(H X ), la C-algebre des 
fonctions centrales sur le groupe d'isotropie H x de x. On peut done ecrire 

H°ep{F) — H'{M t op,R) 

Cet isomorphisme explique le nom dc " cohomologie a coefficients dans les representations" , 
en gardant a l'esprit que les elements de C(H X ) s'identifient a des representations 
virtuelles dc H x , a coefficients complexes. 

Definition 4.5 Soit F un champ algebrique. On definit le caractere de Chern 
par la composition 

K m (F) A K m , et (I F ) A Hlt- m {I F ,i) h - Hf e ~ m (F, i) A 

Avant d'enoncer le theoreme de Ricmann-Roch, il nous reste a definir la 
classe de Todd d'un champ lisse. 

Soit F un champ algebrique lisse, et tt : Ip — > F la projection canonique. 
Notons A/" v = Qi f /f le fibre conormal de Ip relativement a F, X 1 : K (Ip) — > 
K (I F ) la i-eme A-operation ( |FL| , V, 1] ), et 

A_j : K {Ip) — » K (Ip) 



En utilisant les notations suivant le theoreme |3.15 



notons 



a F := cano p(X_ 1 (jV v )) E K 0tet (I F ) A 

Lemme 4.6 L'element ap est inversible dans Vanneau Ko^ e t(Ip) A . 

Preuve: Soit m le nombre de composantes connexes de I F , et 

rk : K 0iet (I F ) A -» A m 

l'application rang. On sait alors qu'un element de Ko !et (I F ) A est inversible si 
et seulement si son rang est inversible dans A™ 1 . Comme ceci est local sur M et , 
on peut supposer que F est un champ quotient. Le lemme est alors |v], 1.8].D 
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Definition 4.7 Soit F un champ algebrique lisse. On definit sa classe de Todd 
par 

Td(F):^Ch et (ap 1 ).Td et (T lF ) 
La transformation de Riemann-Roch est definie par 

t f : K m (F) — H' ep (F, *) 
x i-> Ch{x).Td(F) 



4.2 Demonstration du Theoreme 



On en arrive au theoreme de Grothendieck-Riemann-Roch. Pour pouvoir le 
demontrer nous aurons besoin d'hypotheses supplementaires sur les champs que 
Ton considere. 

Hypothese 4.8 Les champs algebriques F consideres, verifieront les hypotheses 
suivantes 



1. I'espace de modules M de F est un schema quasi-projectif. 

2. tout faisceau coherent sur F est quotient d'un faisceau localement libre. 

Remarquons que la seconde hypothese est verifiee dans tous les exemples 
que Ton rencontre ( champs de modules de courbes, de varietes abeliennes ... 
). En effct ccs champs sont construits en prenant des quotients de schemas 
quasi-projectifs par des actions de groupes reductifs. Et on sait que ces champs 
verifient la seconde hypothese ( [Th2| , 5.6] ). De plus, elle entraine que le 
morphisme naturel 

#,(F)— >G,(F) 

est un isomorphisme quand F est lisse. 

Soit C un fibre en droite tres ample sur M, et C — p*C le fibre induit sur 
F. Alors C est ample sur F. En particulier, les deux hypotheses entrainent que 
tout morphisme propre representable est projectif ( |Ko| , 3.3] ). 

Proposition 4.9 Soit F un champ algebrique verifiant \4-f\ , alors il existe une 
enveloppe de Chow rationnelle 

q ■ F — > F 

avec Fq une gerbe triviale sur un schema quasi-projectif et q un morphisme fini. 
Preuve: Soit X — > F un morphisme fini et surjectif, avec X un schema 



quasi-projectif normal. Un tel morphisme existe d'apres [ Vi2, 2.6]. On considere 
le morphisme induit sur les espaces de modules X — > M , et Fx = F xm X — > X 
le changement de base. Alors, par construction, le morphisme X — > F induit 
une section de la projection Fx — ► X 

s:X^F x 
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Notons F' x la normalisation de Fx ■ On a alors un morphisme fini representable 



qui verifie la condition de 3.12 pour les points generiques de F. Or F' x et X 
sont normaux, et F' x — ► X possede une section. On sait alors d'apres |Vi2| , 
2.7] que F' x est une gerbe sur X, qui est triviale car elle possede une section. 

II existe alors un sous-espace ouvert dense U M , tel que le morphisme 
induit au-dessus de U 

1u ■ (Fx)u — ► Fu 

possede une section apres un changement de base fini de U . En procedant alors 
par recurrence sur DimF, la proposition est vraie pour le ferine complcmentairc 
reduit F' = F — Fjj. Soit Fq — ► F 1 un morphisme verifiant les conditions 
demandees. On pose alors 

F^F X \[F^ 

Ainsi, le morphisme q : Fo — ► F verifie bien les conditions de la proposition. 
□ 



Theoreme 4.10 ( Grotendieck-Riemann-Roch ) SoitCH la categorie des champs 



F, verifiants 3.1 A et ^.t. Alors, pour tout champ F de CTi, il existe un mor- 



phisme de A-algebres 

r F ;G m (F) A ^H: e P(F,*) A 

verifiant 

1. Tp commute avec les images directes de morphismes propres de CO.. 

2. Tp commute avec les images reciproques de morphismes representables 
etales de CTi.. 

3. si F est un champ lisse de CTC, alors 

t f (x) = Ch(x).Td{F) 

pour tout x £ if* (F) . 
4- si F est dans CTi., x £ K*{F), et y £ G*(F), alors 

Tp(x.y) = Ch(x).T F (y) 

5. si F est un schema, alors Tp est le morphisme defini dans |G|, 4.1/. 

Preuve: Pour ce qui suit, tous les coefficients seront etendus a A. Pour 
simplifier les notations nous n'ecrirons pas l'indice A. 
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Commengons par demontrer (1) dans le cas des champs lisses. 



Soit / : F — > F' un morphisme propre de champs lisses de CTL, et If : 
Ip — > Ipi le morphisme induit. Pour un champ G, on notera ttq la projection 
de Iq sur G. 

Lemme 4.11 Le diagramme suivant commute 

aZ. 1 .dp 

G*(F)^^G*, et (/ F ) 



if, 



G*(F') G*, et (I F ) 

<X p , -4>F> 

Preuve: On precede en deux etapes. 

Etape (a): Le morphisme / est representable. 



D'apres l'hypothese 4.8, / est en fait un morphisme projectif. On choisit 
alors une factorisation 



F ■ 



p. 



F' 



ou j est une immersion fermee, et P un fibre projectif associe a un fibre vectoriel 
V sur F' . Par fonctorialite, il nous suffit done de demontrer le lemme pour j et p. 

On sait que 

4>P ° j* = can ° P ° TTp ° j* 

Or, comme j est une immersion fermee, le diagramme suivant est cartesien 




La formule d'exces d'intersection ( |Kq , 3.8] ), donne 

n* P o j„ = 7j» o A_i(A/ r ).7rJ 
ou Af est le fibre virtuel conormal d'exces du diagramme cartesien precedent 

avec Afp ( resp. Mp ) le fibre conormal de Ip relativement a F ( resp. de Ip 
relativement aP). Ainsi, 

4>p o = can o p o A_i(A/p)./j* o A_ 1 (A/'^) _1 .7r| ? 

= ctp-Ij* o dtp .(f> F 
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Ce qui demontre le lemme pour le morphisme j. 

Pour le cas de la projection p : P — > F' , d'un fibre projectif de rang ?*, la 
formule du fibre projectif implique qu'il suffit de verifier que pour tout entier 
m, avec < m < r, on a 



Ip^otp 1 .(f)p{Op{m)) = a F l .<f) F (p*Op(m)) 

ou Op(i) est le fibre canonique sur P, et Op(m) = Op(i)® m . 
verifie par un cacul direct, mais un peu long. 



Cette formule sc 



Remarquons que la demonstration precedente reste valable dans le cas ou F 
est une gerbe eventuellement singuliere. On dispose ainsi du lemme avec F une 
gerbe quelconque, et / un morphisme projectif. 

Etape (b): Cas general. 

Remarquons d'abors, que lorsque F et F' sont des gerbes triviales ( eventuellements 
singulieres ) on a clairement un diagramme commutatif 



G m (F) 
f. 

G*(F') 



If, 

■ G*, et (lF') 



D'apres 4.9 il existe des enveloppes de Chow rationnelles finies 

q ■ F — > F 



F' 



telle que les champs Fq et Fq soient des gerbes triviales sur des schemas, et qu'il 
existe un diagramme homotopiquement commutatif 




Soient Iq : Ip a — > If, et Iq' : Ip^ — ► If> les morphismes induits. 
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Considerons le diagramme suivant 



G*(Fq) ■ 3- G* !e t(Fo) 




Si nous montrons que lc morphisme q* : G*(Fq) — ► G*(F) est surjectif, il 
suffit alors de montrer que toutes les faces, sauf la face frontale, commutent. 
Or, il est clair que les deux faces horizontales commutent. La face du fond com- 
mute car F et Fq sont des gerbes triviales. Enfin les faces laterales commutent 
d'apres l'etape (a). 



Par definition d'une enveloppe de Chow rationnelle, le morphisme 

Iq ■ I F a — ► If 

est fini ct surjectif. Appliquons l'etape (a) au morphisme q. On en deduit un 
diagramme commutatif 

G*(Iq) *" G*^ e t{lF ) 

iq. 



G*{F)—+G^ et {I F ) 



Le theoreme |3.15 implique que est surjectif si et seulement si Iq* Test. Comme 
Ip est lisse, la formule de projection implique que Iq* est surjectif si le rang de 
/<?*(!) est inversible dans G et ,*(lF), ce qui est vrai car Iq est fini et surjectif. □ 



Lemme 4.12 Soit f : F — ► F' un morphisme propre de champs lisses de CH. 
Alors, le diagramme suivant commute 

, , C/i e *(-).Td ct (T F ) 

K*, et (F) \ — Hl t {F, *) 

/. 

K*M F ) >" H lt( F . *) 
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Preuve: La preuve suit le meme schema que celle du lemme precedent. 



Etape (a): Le morphisme / est representable. 

On sait qu'il est alors projectif. Dans ce cas la demonstration est presque 
mot pour mot celle de [^j, 4.1]. En effet les seules proprietes dont on a besoin 
sont, la deformation vers le cone normal, et la structure de la G-theorie d'un 
fibre projectif. 

Etape (6): Cas general. 

Soit p : X — > F' un morphisme propre et generiquement fini, avec X un 
schema lisse. Un tel morphisme p existe d'apres [ D-M , 4.12] et [Bc|. Alors les 
morphismes 

p* : G* ye t(X) — ► G r ^ e t(F) 

sont surjectifs. De plus / o p : X — > F 1 est representable. En utilisant l'etape 
(a) pour p et / o p y on termine la preuve du lemme. □ 

Revenons a notre morphisme / : F — > F' . Par definition, 
t f (-) = Ch e \a- F \M-))-Td et {T lF ) 
Ainsi le lemme 1.12] applique a If : If — > If' , donne 

Mtf(-)) = Ch et (Ma^.M-)))-Td et (T lF ,) 



Une application du lemme 4.11 au second membre donne 

MM-)) = Ch et (a-}.c/>F'(M-)))-Td et (T Ip ,) 

= Ch et (aF>)- 1 .Td et (T lF ,).Ch et (<j )F (M-))) 

= TF'(M-)) 

Indiquons brievement comment on etend r aux champs singuliers. 
Si F est un champ de CTL, on va construire tf comme le compose 

G(F) ^ G et (I F ) ^ H: e 'P(F, *) 

Soit p : F % — > F une hyper-enveloppe de Chow rationnelle, telle que chaque 
F rn soit une gerbe triviale X m x BH m . Chaque morphisme F n — > F m defini 
deux morphismes 

Xn ^ X rn 

Hri ^ Ura 

et done des morphismes d'inductions sur les algebres de fonctions centrales a 
valeurs dans A 

A(H n ) -» A(H m ) 
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On peut done definir un spectre simplicial 

G(R) : [n] -> G{X n ) ® A(# n ) 

Notons que Ton a une equivalence faible canoniquc 

*l> Fn : G(F n ) A — G(X„) x A(ff„) 

qui est compatible avec les images directes, et done une equivalence de spectres 
simpliciaux 

*I>f. ■ G(F./F) A — » G(i?) 

D'autre part, les espaces de modules MIp n de Ip n sont naturellement isomor- 
phes a X n x c(H n ), ou c(H n ) est l'ensemble des classes de conjugaisons du 
groupc H n . Ainsi on a une equivalence faible naturcllc 



G(MI Fn ) A ~G(X n )®A(H n ) 

De plus, les morphismes Ip n — > F definissent des morphismes MIp n 
et done un morphisme de spectre simplicial 



q. : G(R) — » G(M) A 



Le diagramme suivant 



G{F./F) A 

p* 

G(F) / 



■ G(R) 

9. 



G(MJ 



F)A 



et la proposition 3.13 appliquee ap, permettent alors de poser 

^F^q*o 4> F , o (p,)- 1 : G*(F) A — ► G*(MIp) A 

Si r : Ip — > Im est la projection de If sur son espace de modules, on definit 
le second par le diagramme commutatif 



G* t et{lF)A 

lr* 



W ep (F,*) A 



G«{IM) A — F7T H.(IM,*) A 
°u t im est defini dans [jc], 4.1]. 

On verifie aisement que ipF et t|£ sont bien definis, et que Tp possede les 
proprietes (2), (3) et (4) du theoreme. □ 
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4.3 Exemples 

Donnons quelques exemples d'applications du theoreme 



4.10 



Corollaire 4.13 ( Hirzebruch-Riemann-Roch ) SoitT un faisceau coherent sur 
un champ propre et lisse F de CTL. Alors on a 

X (F,f) = f Ch(T).Td{F) 

J F 

En particulier 

X(M,O m )= J p Td(F) 



Preuve: On fait F' = Speck dans \LIQ (1). □ 

Comme application de cette formule, on donne plusieurs formules de type 
Gauss-Bonnet, calculant des carateristiques d'Euler. 



Supposons que F soit un champ de CTL, lisse et propre sur SpecC. On 
applique la formule d'Hirzebruch-Riemann-Roch au complexe de De Rham de 
F. Pour cela, on pose pour un fibre en droite C 

CiiO.TdiC)- 1 : = i - ChiC- 1 ) 

Par le " splitting principle" , on peut etendre cette definition a tout fibre vectoriel 
V, de facon a ce que si V — ; C i: on ait 

Cma^.TdiV)- 1 = JJCi(A).Td(A) _1 

i 

Remarquons alors que Ton a la formule suivante 

C7i(A_i(0) = C max {V).Td{V)- x 



Corollaire 4.14 Soit M I'espace de modules d'un champ algebrique F com- 
plexe, lisse et propre de CTL. Alors 

X (M top ) = [ C max {TF)-Td{T F y 1 .Td(F) 

J F 

Dans le cas oil F est un champ algebrique complexe de dimension 1, propre, 
lisse et generiquement non-ramifie, on peut expliciter la formule de Riemann- 
Roch, et retrouver la formule de Gauss-Bonnet demontree dans [Ta, 3.2.5.2]. 



Corollaire 4.15 Si F est un champ algebrique de dimension 1, lisse et propre 
sur SpecC, appartennant a CTL, et tel que F soit generiquement un schema. On 
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note g le genre de Vespace de modules M , et x±, . . . x r les points de ramification 
de F, d'ordres respectifs n\, . . .n r . Alors on a 



\ Cf(T F )=2-2g-J2 

JF • 1 



rij - 1 



3 = 1 J 

2l7T 

Preuve: Soit Q — e n i E C. Notons fj : Xj — > F le morphisme na- 
turel. Alors /»*(Tf) est un fibre vectoriel sur x~j ~ B(Z/rij). II s'identifie a la 
representation de dimension 1 de Z /rij , qui a k fait correspondre la mutiplica- 
tion par . Ainsi, la formule de Hirzebruch-Riemann-Roch appliquee a Of, 
donne 

\ [ et C?(T F )= x (F,0 F )-J2^ 
2 Jf f^i n 3 

ou e 3 = Efc=? _1 T^=*- 0r ' si on notc Pj(X) = 1 + X + ■■■ + X**- 1 , on a 

p _ P'(l) _ nj ( nj -1) _ nj-l 
' 3 P(l) 2nj 2 

De plus, X (F, Ojr) = X (M, O m ) = i - g. □ 



Plus generalement, le lemme 4.12 applique a la projection 

p : F — ► SpecC 

d'un champ complexe lisse et propre de CTi, et au complexe de De Rham de F, 
permet de retrouver la formule de "Gauss-Bonnet" ( [Ta, 3.1.4.2] ) generale. 

Corollaire 4.16 Soit F un champ algebrique complexe, lisse et propre de CTi.. 
Notons 

M d ^ M d _! • ••• • M,. M 

une stratification de Vespace de modules, telle que F soit une gerbe Fi sur Mi := 
Mi — M i+ i, avec Fi irreductible. Alors 



f t C° t (T F )=X° rb (F) :=J2 



X {(Mj) top ,C) 



m 

ou ni est I'ordre d'inertie de la gerbe Fi, et n = DimcF. 

II existe encore une autre caracteristique d'Euler, "la caracteristique d'Euler 
des physiciens" . On peut la definir pour un champ algebrique complexe F par 

x Phy {F) ;= Y J (-l) l D l m c Hl ep (F) 

i 

ou Ton utilise la cohomologie de De Rham. Cette definition est compatible avec 
la definition donnee dans [A.-S] pour un quotient par un groupe fini. 
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Pour finir remarquons que le morphisme ip defini a la fin de la preuve du 



theoreme, reste valable si Ton suppose simplement que F verifie 3.14. On dispose 
alors d'un morphisme naturel 



Soit r : If 
suivant 



ij F : G*(F) -^G*{MI F ) 
MIf la projection. On definit rf* par le carre commutatif 



Go ie t{I F )h ■ 
Go(Im)a - 



■H: ep (F*) A 

■ H.(I M , *) A 



ou t\ m est defini dans [G2, 8.3]. Ainsi, par composition on a une transformation 
de Riemann-Roch 

t f = rfi o ^ F : G (F) A — - H: e P{F, *) A 



qui etend celle du theoreme 4.10, au cas des champs algebriques ne verifiant que 
3~14|. 



5 Appendice 



Dans cet appendice on demontre le theoreme de descente. La preuve est 
deja dans la preuve de Thm. 3 — 10], mais le resultat n'etant pas explicite 
sous cette forme nous avons tenu a en donner une demonstration complete. 

Pour tout l'appendice, C est un site. On utilisera les notations de la section 
1, ainsi que la proposition suivante : 



Proposition 5.1 l Qi, I — 1 Cor. 1] Soit F un prefaisceau simplicial fibrant, 
et f : A — > B une equivalence faible. Alors le morphisme induit 

f* : Hom s (B,F)^Hom s (A,F) 

est une equivalence faible. 

Si X £ C, alors on dispose d'un foncteur image reciproque 

j* : SPr(C) -» SPr(C/X) 

Ce foncteur possede un adjoint a gauche 

j, : SPr{C/X) -> SPr{C) 
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qui est l'extension par le prefaisceau vide. II est defini par : 
pour F G SPr(C/X) et U G C, alors 

(j,F(t/)) := ]J F(C7 - X) 

Hom c (U,X) 

II est clair que ji preserve les cofibrations ainsi que les equivalences faibles. 
Lemme 5.2 5oit C et C deux sites et un foncteur 

a : SPr(C) -> SPr(C) 
possedant un adjoint a gauche 

b : SPr{C) -> SPr(C') 

qui preserve les cofibrations et les equivalences faibles, et tel que b(*) — *. Alors 
le foncteur a transforme objets fibrants en objets fibrants. 

Preuve: Soit F un prefaisceau simplicial fibrant sur C , et i : A ^> B une 
cofibration triviale de SPr{C). II faut montrer que le morphisme induit 

i* : Hom(B, a(F)) -► Hom(A,a(F)) 

est surjectif. Mais par adjonction, on dispose d'un carre commutatif 

Hom(B,a(F)) -» Hom(A, a(F)) 

I I 1 1 

Hom(b(B),F) Hom(b(B),F) 

Or par hypothcse b(i) : b(A) — > b(B) est une cofibration triviale de SPr(C), 
et done le morphisme du bas est surjectif. Ce qui implique que celui du haut 
aussi. □ 

On vient de voir que si F est fibrant sur C, alors le prefaisceau j*F ( que 
Ton notera Fx par la suite ) est fibrant sur C/X. De plus, comme j* preserve 
les cofibrations triviales, on obtient une equivalence faible canonique 

H(C/X,F X )^F°(X) 

pour chaque resolution injective F <^-> F° . De cette fagon on identifiera toujours 
les espaces F°(X) et H(C/X,F X ), que l'on notera H(X,F). 

Definition 5.3 Un objet simplicial X, de C est un foncteur 

X. :A op ^C 

oil A est la categorie simpliciale standart. On notera X m pour I 'objet X,([m]). 
Si X, est un objet simplicial de C, le site induit sur X. est le site suivant : 
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• les objets sont les morphismes de C 



U^X m 

pour m un entier positif. 

• un morphisme de f : U — ► X m vers g : V — > X n est la donnee d'un 
morphisme a : [n] — > [m] dcms A et d'un diagramme commutatif dans C 

u -» v 

/ 1 Is 

Y ^li^ Y 

• mm morphisme est couvrant si le morphisme induit 

est couvrant dans C. 

Ce site est note C/X, 

Rcmarquons que Ton a un foncteur de restriction 

j* : SPr(C) -> SPr(C/X.) 

A travers ce foncteur, tout prefaisceau simplicial F sera aussi considere comme 
prefaisceau sur X,. Ainsi H(X,,F) designera H(C/X,,j*F). 

Soit X un objet de C et U — > A un morphisme couvrant. Le nerf du 
recouvrement U/X est l'objet simplicial de C dcfini par 

A -» C 

[ml i ^ UW = U X U... X U 

m+1 /ens 

et les morphismes [/( m ) — > sont induits par les projections et les diagonales. 
On le note Af(U/X). 

Si F est un prefaisceau simplicial et {/ — > A un recouvrement de C, on 
obtient un A-diagramme ( espace cosimplicial ) d'ensembles simpliciaux 

A -> SFns 
[m] i — ^ F{U^) 

Rappelons que l'cspace de cohomologie de Cech du recouvrement U/X a 
coefficients dans le prefaisceau simplicial F est 



H(U/X,F) := ^m [m]eA F(C/( m )) 
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Definition 5.4 Un espace cosimplicial Z est un joncteur 

Z : A — > SEns 
[to] i — * Z([m]) 

La categorie des espaces cosimpliciaux est notee CSEns 

Exemples 

• * est l'espace cosimplicial constant 

• l'espace cosimplicial A/— est defini par 

[to] h-> (A/-)([m]) = B(A/[m]) 

oil est l'espace classifiant de la categorie /, et I/i est la categorie des 
morphismcs dc / dc but i 

Un espace cosimplicial Z peut etre vu comme un prefaisceau simplicial sur 
A ( site trivial ). Ainsi, si Y et Z sont deux espaces cosimpliciaux, on definit 
l'espace des morphismes de Y vers Z par 

Hom cs {Y,Z) :=Hom s (Y,Z) 

oil Y et Z sont considered comme prefaisceaux sur A. 



Avec ces notations, la limite homotopique de Z est donnee par ( [B-K, Ch. 
XI 3-2}) 

Holim^Z = Hom cs (A/ — , Z) 

Theoreme 5.5 Si F est un prefaisceau simplicial sur C , et X, un objet sim- 
plicial de C . Alors il existe une equivalence faible fonctorielle en F 

H(X.,F) ~ Holim [m]eA H(X m , F) 

Lemme 5.6 Si F est un objet fibrant de SPr{C), alors le prefaisceau induit F 
sur le site C/X, est fiasque. 

Preuve: Soit j* : SPr{C) — > SPr(C/X,) le morphisme dc restriction. On 
considere j*F — » F° une resolution injective sur C /X,. Alors, d'apres le lemme 



5.2, le morphisme induit sur C/X m 

F -> F° 

est une cofibration triviale d'objets fibrants. C'est done une equivalence d'homotopie. 
Ainsi, pour tout objet U de C/X m , le morphisme induit 

F(U)->F°(U) 
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est une equivalence faible. Comme ceci est vrai pour tout U et tout to, on en 
deduit que pour tout objet U de C/X, 



F(U) -> F°(U) 

est une equivalence faible. □ 
Lemme 5.7 Le foncteur 

SPr(C/X.) -> CSFns 
F f — ► F(X.) 

admet un adjoint a gauche note Z ^ Z 

Preuve: Soit Z un espace cosimplicial. On dcfinit 
Z : C/X. -> SFns 

(c/^x m ) ^ z(H) 

□ 

Preuve du theoreme: Soit F un prefaisceau simplicial sur C. En rem- 
plagant F par F° on peut supposer que F est fibrant sur C. Soit F <— ► F° une 
resolution injective sur C/X.. On sait que H(X,,F) = Hom s (*, F°). Notons 

1 = (A/1). 



Lemme 5.8 Le morphisme canonique 1 — > * est une equivalence faible dans 
SPr(C/X.). 

Preuve: II suffit de voir que pour chaque to l'espace l(X m ) est contractile. 
Or par definition, on a 

l(X m ) = B(A/[m]) 

Mais le classifiant d'une categorie qui possede un objet final est contractile. □ 



Comme F° est fibrant, la proposition 5.1 montre que le morphisme naturel 



Hom s (*, F°) Hom s (l, F°) 

est une equivalence faible. Mais, par adjonction, il existe une equivalence faible 
fonctorielle 

Hom s (l,F°) -4 Holim A F°(X.) 
On obtient ainsi une equivalence naturelle 

H{X.,F) Holim A F°(X.) 
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De plus, par le lemme 5.6, le morphisme naturel 

F -> F° 

est une equivalence faible objet par objet. Comme les limites homotopiques 
preservent les equivalences faibles, le morphisme induit 

Holim A F(X.) -> Holim A F°(X.) 

est une equ ivalence faible. Enfin, comme F est fibrant, et par la remarque 
suivant 5.2, on obtient un diagramme fonctoriel en F 

H(X.,F) Holim A F°(X.) £ Holim A H(X rn , F) 

□ 



Proposition 5.9 Si F est un prefaisceau simplicial, alors le morphisme naturel 

H{X,F)^H{N{U/X),F) 

est une equivalence faible 

Pour cela on a besoin d'un lemme que nous ne demontrerons pas ( voir Jj2| , 
Cor. 2-7] ). 

Lemme 5.10 Si F est un faisceau simplicial sur un site C , alors il existe une 
resolution injective F F° , ou F° est un faisceau d 'ensembles simpliciaux. 

Preuve de la proposition: Remarquons que, si Ton note SS(X) la categorie 
des faisceaux simpliciaux sur le site C/X, alors on dipose d'une equivalence de 
categories 

b : SS(X) -> SS(Af(U/X)) 

De plus, si F £ SS(X), qui est aussi fibrant comme prefaisceau simplicial, 
b(F) est alors fibrant en tant qu'objet de SPr(Af(U/X)). En effet, notons a le 
foncteur de faisceautisation. 

Soit A <—> B une cofibration triviale de SPr(J\f(U/X)), et un diagramme 
commutatif sur M{U / X) 

A -> 6(F) 

I I 
B -> * 

Comme F est un faisceau on obtient un carre commutatif 

Ham M{u/x) {B,b{F)) -> Hom N{u/X ){A,b{ F )) 
II II 
Hom U[u/x) {a{B),b{F)) -» Hom^ iu/X )(a(A),b(F)) 
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Puis, par l'equivalence de categories SS(X) — ► SS(Af(U/X)), un diagramme 
commutatif 

Hom M(u/x) (B,b(F)) -► Ham^ u/X ){A, 6(F)) 

II II 
Hom x (a(B),F) -v Fom x (a(A),F) 

II II 
Hom x (B 7 F) -> Hom x (A,F) 

et le morphisme du bas est surjectif par hypothese. 

Soit F un prefaisceau simplicial sur C. Quitte a remplacer F par son faisceau 
associe, on peut supposer que F est un faisceau. En cffet le morphisme naturel 
F — » a(F) est une equivalence faible, done F et a(F) ont la meme cohomologie. 

Soit F > F° une resolution injective dans SPr(C), avec F° un faisceau. 
Alors 

6(F) - 6(F°) 

est encore une resolution injective. On en deduit done 

H(Af(U/X),F) = Hom s (*,b(F )) = Hom s (*,F°) = H(X,F) 

□ 



Corollaire 5.11 Si U ^ X est un recouvrement de C et F un prefaisceau 
simplicial, alors il existe une equivalence faible fonctorielle en F , X etU 

H(X,F) ^ H(U/X,H(-,F)) 



Preuve: On applique la proposition Fk9 et le theoreme 5.5. □ 
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